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Μαθηματικά Προσανατολισμού 

Γ Λυκείου 

Λύσεις 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σελ. 144 σχολικό 

Α2. Σελ. 157 σχολικό 

Α3.  Σελ. 104 σχολικό 

Α4. α. Λάθος 

 β. Λάθος 

 γ. Σωστό 

 δ. Σωστό 

 ε. Σωστό 

ΘΕΜΑ Β 

B1. Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο ( )+0,  και έχουμε: 

( )
( ) ( )( )− − +−

 = − = = =

22 2 x 1 2 x 1 x 12 2x 2
f x 2x

x x x x
 

Επειδή x 0,  έχουμε: 

• ( )    f x 0 0 x 1,  

• ( ) =  =f x 0 x 1,  

• ( )   f x 0 x 1.  

Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα στο ( 0,1  και γνησίως αύξουσα στο  )+1, .  

Επομένως η f παρουσιάζει στο =x 1  ολικό ελάχιστο, το οποίο είναι 

( )= − =2f 1 1 2ln1 1.  

Β2.  Έχουμε ( ) = −
2

f x 2x .
x

 

Άρα ( ) = +
2

2
f x 2 .

x
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Για κάθε x 0,  ισχύει: 

( ) = + 
2

2
f x 2 0

x
 

Επομένως η f είναι κυρτή στο ( )+0, .   

Επειδή η f  δεν μηδενίζεται και δεν αλλάζει πρόσημο, η fC  δεν έχει σημείο 

καμπής. 

Β3.  Επειδή η f είναι συνεχής στο ( )+0, , δεν υπάρχουν υποψήφια εσωτερικά ση-

μεία του fD  για κατακόρυφη ασύμπτωτη. Το μόνο υποψήφιο σημείο είναι το 

0, που είναι άκρο του πεδίου ορισμού. 

Εξετάζουμε πρώτα το: 

( ) ( )
+ +→ →

− = = +2

x 0 x 0
lim lim x 2l xf nx ,  

αφού 
+→

=
0

2

x
x 0lim  και 

+→
= −

x 0
lnx .lim  

Επομένως η ευθεία =x 0  (δηλαδή ο άξονας y y ) είναι κατακόρυφη ασύ-

μπτωτη της fC .  

Για ασύμπτωτη στο +  εξετάζουμε το όριο: 

( )
→+ →+

 
= − = + 

 x x

f x 2lnx
lim lim x ,

x x
 

διότι 
( )

( )

+ 
 
+ 

→+ →+ →+


= = =

x DLH x x

1
lnxlnx xlim lim lim
x 1

0
x

 και 
→+

= +
x

xlim  

Άρα στο +  δεν έχει ασύμπτωτη. 

Β4.  Θα αποδείξουμε ότι: 

−



2x 1

2e x,  x 0.  

Πράγματι. Για x 0  έχουμε: 

( )

−
−

  

 − 

 − 

 

2x 1 2

2

2

2

x 1
e x lnx

2

x 1 2lnx

x 2lnx 1

f x 1 Αληθής

 

Από το Β1 γνωρίζουμε ότι η f έχει ολικό ελάχιστο στο =x 1,  με τιμή ( ) =f 1 1.  
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Για κάθε x 1,  έχουμε: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )
( )( )

( )

− = − + − 

− = − + − 

− = − + 

− +
= 

−

= +

3 2

2

2

2

2

x 1 f x x x 2x 2

x 1 f x x x 1 2 x 1

x 1 f x x 1 x 2

x 1 x 2
f x

x 1

f x x 2

 

Επειδή η f είναι συνεχής στο  , είναι συνεχής και στο =x 1. 

Άρα ( ) ( )
→

=
x 1

f 1 limf x .  

Όμως, για x 1 , ισχύει ( )= +2f x x 2 , οπότε: 

( ) ( ) ( )
→ →

= = + = + =2 2

x 1 x 1
f 1 limf x lim x 2 1 2 3  

Επομένως: 

( )
 + 

= 
=

2x 2 , x 1
f x

3 , x 1
 

ή πιο απλά: 

( )= +2f x x 2,  x  

Γ2.α. Η g είναι παραγωγίσιμη στο   και έχουμε: 

( ) ( )


 = + − = + x xg x e x 1 e 1 0  

Επομένως η g είναι γνησίως αύξουσα στο  . 

Γ2.β. Θέλουμε να λύσουμε την εξίσωση: 

( )−
+ − =

f x 2 2e x 1 0  

Έχουμε: 

( ) ( )= +  − =2 2f x x 2 f x 2 x  

Επομένως: 

( ) ( ) ( )−

−

+ − =  + − =  =

 =  =

2f x 2 2 x 2 2

1 1
2

e x 1 0 e x 1 0 g x g 0

x 0 x 0

 

Επειδή η g είναι γνησίως αύξουσα στο  ,  άρα και 1-1. 

Γ3.α. Για →+x  το =x x,  οπότε: 
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( )( ) ( )
( )( )

( )

→+ →+ →+

→+ →+ →+

→+

+ − + +
− = + − =

+ +

+ − + −
= = =

 
+ + + ++ + 

 

=
 

+ + 
 

 
 
 

 =  =
  +
 
  

2 2

2

2x x x

2
2 2

2 2

x x x
2

2 22

x

2

0

x 2 x x 2 x
lim f x x lim x 2 x lim

x 2 x

x 2 x x 2 x 2
lim lim lim

2 22
x 1 x x 1 xx 1 x

x xx

2
lim

2
1 1

x

1 2
0

x 1 1

 

Γ3.β. Είναι: 

( )
( )

( )

+ +

= 

→+ → →

 
= = 

 

1
u 0

f x

x u 0 u 0

1 ημu
lim f x ημ lim 1

f x u
 

αφού ( )
→+

= +
x
lim f x ,  τότε κοντά στο +  είναι ( )f x 0  και 

( )→+
=

x

1
lim 0.

f x
 

Γ4. Από το Γ1 έχουμε ( )= +2f x x 2,  x , παραγωγίσιμη, με: 

( ) =f x 2x  

• ( )     f x 0 2x 0 x 0  

• ( ) =  =  =f x 0 2x 0 x 0  

• ( )     f x 0 2x 0 x 0  

Επομένως η f  είναι γνησίως αύξουσα στο  )+0, . Επίσης, από το Γ2α, η g εί-

ναι γνησίως αύξουσα στο  . Τότε: 

Περίπτωση 1, για =x 0 : 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

+ = + 

+ = +

0 0 0 0g

1

f 2 g f 3 g f 4 g f 5

g f g f g f1 1 g f1
 

Η εξίσωση επαληθεύεται: 

Περίπτωση 2, για x 0:  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

+    



     

+  +



x x x x

x x x x x x

x x x x x x

2 f

g f

4 f 2 f 4 g 2 g f 4

3 5 f 3 f 5 g f 3 5

2 g f 4

g

3

f

g f g f 5

 

Άρα η εξίσωση δεν έχει λύση για x 0.  
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Περίπτωση 3, για x 0:  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

+    



     

+  +



x x x x

x x x x x x

x x x x x x

2 f

g f

4 f 2 f 4 g 2 g f 4

3 5 f 3 f 5 g f 3 5

2 g f 4

g

3

f

g f g f 5

 

Άρα η εξίσωση δεν έχει λύση για x 0.  

Συνεπώς η μοναδική λύση της εξίσωσης είναι =x 0.  

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.α. Θα αποδείξουμε ότι: 

( ) ( ) ( )
( )

→

+ − + +
=

2h 0

g x 2h 2g x h g x
lim g x ,

h
 x .  

H g είναι παραγωγίσιμη άρα και συνεχής, οπότε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
→

+ − + + = − + =  h 0
lim g x 2h 2g x h g x g x 2g x g x 0  

Άρα: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

 
 
 

→ →

→

→

→ →



 + − +

   + − + − +

   +

+ − + ++ − + +
=

=

=

= −

  =

− + −

− =

0

0

2h 0 DLH h 0 2

h 0

h 0

h 0 h 0

2g x

x

2h 2g x h

2h

l

g x 2h g x g x g x h

h

g x 2h g x

g x 2h 2g x h g xg x 2h 2g x h g x
im lim

h h

lim

lim

lim lim
g

2g x g

g x

x

x

h h

g

h

 

Αφού: 

( ) ( )
( )

→

−
=

 +

h 0

g x h
x

g x

h
lim g  και 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

→ →

=

→ →

   + − + −


=

+

= 


−

= 

h 0 h 0

u 2h

u 0 u 0
x

g x 2h g x g x 2h g x
lim 2 l

i

h 2

x

im

2 l m 2
g x u g

u
g

h  

Δ1.β. Προκύπτει ( ) ( ) =g x g x ,  x .  

Αν ( ) ( )=p x g x ,  x  η παραπάνω γράφεται ( ) ( ) =p x p x ,  x .  Από εφαρ-

μογή του σχολικού προκύπτει ότι: 

( )=  xp x α e ,  x   
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όπου α ένας πραγματικός αριθμός. 

Επομένως  

( ) = xg x αe ,  x  

( ) ( )  += =  xx g xe αα eg x c  

Επειδή η γραφική παράσταση της g έχει στο −  ασύμπτωτη τον άξονα x x,  

ισχύει: 

( ) ( )
→− →−

=  + =   + =  =x

x x
lim g x 0 lim αe c 0 α 0 c 0 c 0  

Άρα ( ) = xg x αe ,  x  και α .  

Δ2. Από τη σχέση: 

( ) ( )= + + +
2x

g x f x x 1
2

 

και από το Δ1β, έχουμε: 

( ) ( )= + + +  = − − −
2 2

x xx x
αe f x x 1 f x αe x 1,

2 2
 x  

Η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο   με: 

• ( ) = − −xf x αe x 1και 

• ( ) = −xf x αe 1.  

Αν ( )α 0,1 , τότε: 

• ( ) =  − =  =  =  =−x x 1 1
f x 0 αe 1 0 e x ln x lnα

α α
 

• ( )    −      −x x 1 1
f x 0 αe 1 0 e x ln x lnα

α α
 

• ( ) x x 1 1
f x 0 αe 1 0 e x ln x lnα

α α
   −      −  

Άρα η f  στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω στο ( − −, lnα  και προς τα άνω στο 

 )− +lnα, ,  ενώ ( ) − =f lnα 0,  επομένως η fC  έχει ακριβώς ένα σημείο κα-

μπής, με τετμημένη  

= −0x lnα  

Η τεταγμένη του είναι: 

( ) = − − −0

2
x 0

0 0

x
f x αe x 1

2
 

Επειδή: 

= −  =   =0 0x x
0

1
x lnα e α e 1

α
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Έτσι: 

( ) = − − − = − −
2 2
0 0

0 0 0

x x
f x 1 x 1 x .

2 2
 

Άρα το σημείο καμπής είναι 
 

− − 
 

2
0

0 0

x
K x , x .

2
 Επομένως βρίσκεται πάνω στην 

παραβολή: 

= − −21
y x x

2
 

Δ3. Από το προηγούμενο ερώτημα, λόγω της κυρτότητας, έχουμε ότι η f  είναι 

γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ( − 0,x  και γνησίως αύξουσα στο  )+0x , .  

Επειδή ( )α 0,1 ,  έχουμε = −0 .lnαx 0  

Επίσης ( ) = − −0x
0 0f x αe x 1.  

Επειδή =0xαe 1 , έχουμε: 

( ) = − − =− 0 0 0f x 1 x 1 x 0.  

Επίσης: 

• ( ) ( )
→− →−

 = − − = +x

x x
lim f x lim αe x 1  

• ( ) ( )
→+ →+ →+


− 

 
 = − − = =− 

 
+

 

x

x xx x x

x x 1
lim f x lim αe x 1 lim

e
e α

e
 

αφού 
→+

= +
x

xelim , 

+ 
 
+

→+ →+



= =
x xx xDLH

x 1
0lim

e e
lim  

H f  είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο ( − 0,x  άρα: 

( ( ) ( ) ( )) ( ) )
→−

    − = = +0 0 0
x

0 f ,x f x , lim f x f x ,  

H f  είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο  )+0x ,  άρα: 

 )( ) ( ) ( )) ( ) )
→+

    + = = +0 0 0
x

0 f x , f x , lim f x f x ,  

Άρα η f  έχει ακριβώς δύο ρίζες τις ( ) −1 0x ,x  και ( ) +2 0x x , .  

Ακόμη: 

• ( ) ( )


    =
f

1 1x x f x f x 0
2

 

• ( ) ( )


     =
f

1 0 1x x x f x f x 0
2

 

• ( ) ( )


     =
f

0 2 2x x x f x f x 0
1

 

• ( ) ( )


    =
f

2 2x x f x f x 0
1
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Προκύπτει ο παρακάτω πίνακας: 

 

Επομένως η f είναι γνησίως αύξουσα στο ( − 1,x , γνησίως φθίνουσα στο 

 1 2x ,x  και γνησίως αύξουσα στο  )+2x , . 

Άρα η f παρουσιάζει στο 1x  τοπικό μέγιστο και στο 2x  τοπικό ελάχιστο. 

Δ4. Για =
1

α
e

 έχουμε: 

( ) −= − − − = − − −
2 2

x x 11 x x
f x e x 1 e x 1

e 2 2
 

Θέλουμε να λύσουμε την ανίσωση: 

( ) ( ) ( ) ( )+ + +  + + +4 2 4 2f x 2 f x 3 f x 1 f x 4  

Η ανίσωση γράφεται: 

( ) ( ) ( ) ( )+ − +  + − +4 4 2 2f x 2 f x 1 f x 4 f x 3 .  

Θεωρούμε τη συνάρτηση: 

( ) ( ) ( )= + −h x f x 1 f x ,  x 1  

Τότε η ανίσωση γίνεται: 

( ) ( )+  +4 2h x 1 h x 3 .  

Θα μελετήσουμε τη μονοτονία της h στο  )+1, . 

Έχουμε: 

( ) ( ) ( )  = + −x xh f x 1 f  

Επειδή η f  είναι γνησίως αύξουσα στο  )+0x , ,  και = − = − =0

1
x lnα ln 1,

e
 

άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα στο  )+1, .  

Έτσι για κάθε x 1 είναι: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )x 1 x f x 1 f x f x 1 f x 0 h x 0    +   +   + −     

Επομένως η h είναι γνησίως αύξουσα στο  )+1, . 

Επειδή + 4x 1 1  και + 2x 3 1,  έχουμε: 

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

+ 

+  +  +  +  +  +

 − −   − + 

 −     

  − 

  − −  +

2

4 2 4 2 4 2

4 2 2 2

x 1 0
2 2

h x 1 h x 3 x 1 x 3 x 1 x 3

x x 2 0 x 2 x 1 0

x 2 0 x 2 x 2

x 2 ή x 2

x , 2 2,

 

( )( )− − = − +2Είναι u u 2 u 2 u 1  
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